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Zusammenfassung

Wir wiederholen einfache und h#ufig benutzte Integrationstechniken und geben
zu jedem Kapitel auch einige Ubungsbeispiele an.

Die Menge an guten Analysisbiichern ist kaum iiberschaubar. Jedes Buch hat seine eige-
nen Vorziige. Zur Wiederholung und Vertiefung von Analysiskenntnissen seien die beiden
Klassiker [1] und [2] empfohlen.

[1] besticht durch seine padagogisch exzellente Darstellung ohne Verlust mathematischer
Exaktheit und Strenge. [2] mag auf den ersten Blick etwas antiquiert wirken, ist aber als
Nachschlagewerk unersetzlich und zeichnet sich traditionsgemé&fi durch die grofie Néhe
zur physikalischen Anwendung aus.

Beide Werke sind mehrbéndig ([1]: 2 Bénde, [2]: 7 Bénde), im Anhang wurden jedoch nur
die hier benotigten ersten Bénde zitiert.

1 Bestimmte und unbestimmte Integrale

/ab f(z)dx

stets das Riemann-Integral' einer Riemann-integrierbaren Funktion f: I — R, (I C R
Intervall, a,b € I) auf [a,b] C 1.

Im Folgenden bezeichnet das Symbol

1.1 Satz. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R, a,b € I. Dann gilt:

M) )
/ F(t)dt

ist eine Stammfunktion von f auf [I.

'Es gibt auch noch andere Integralbegriffe, wie z.B. das Lebesgue-Integral.
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(2) Fir jede beliebige Stammfunktion F' von f auf I gilt:

/ @)z = F(b) — Fla).

/ab f(z)dx

heiflt bestimmtes Integral von f auf [a,b]. Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung 1.1 sagt uns, dass wir das bestimmte Integral berechnen kénnen, wenn wir eine
Stammfunktion von f kennen. Eine Stammfunktion von f wird oft unbestimmtes Integral
von f genannt. Stammfunktionen von integrierbaren Funktionen sind eindeutig bis auf
eine additive Konstante.

1.2 Definition. Das Integral

/f(a:)dx = F(x)+c,

wobei I eine beliebige Stammfunktion von f ist, und ¢ € R eine beliebige Konstante. Die
Bildung des unbestimmten Integrals ist die Umkehrung der Differentiation:

Fz) = / f(@)de & F'(z) = f(z).

Ubungsbeispiele

e Wiederhole die Definition des Riemann-Integrals und seine Eigenschaften.

2 Das Auffinden von Stammfunktionen

Sowohl zur Berechnung bestimmter Integrale, als auch zur Losung von Differentialglei-
chungen benétigen wir Techniken, die uns erlauben Stammfunktionen zu konstruieren.
Beginnen wir mit einer Liste von Stammfunktionen haufig auftretender Funktionen.



/1da: =x+c,
l,m—i—l
"dr = € —1
[aman = meq\(-1)
1
/—dx = In|z| + ¢,
x
/exdaz =e’ + ¢,
/sina:da: = —cosz + ¢,
/ cosxdxr = sinx + c.

Diese Tabelle alleine ermoglicht es uns leider noch nicht sehr viele Probleme zu 16sen. Wir
bendtigen zunédchst noch Methoden auch kompliziertere Integrale zu berechnen. Es stellt
sich heraus, dass sich eine sehr grofie Klasse von Integralen auf die obigen zuriickfithren
lasst.

Ubungsbeispiele

e Beweise die hier angegebenen Integrationsregeln.

2.1 Die Methode der Variablensubstitution

Die Kettenregel fiir die Differentiation fithrt uns zu einer moglichen Integrationsmethode
- die unbestimmte Integration ist ja nichts anderes als die Umkehrung der Differentiation.
Die Kettenregel (in ihrer einfachsten Form) lautet:

d dF (z) do(t)
d_tF(¢(t)) = la=g(t) * T

Nach Integration folgt sofort

Fow) +e= [T - Ll

Sei nun F' = f (d.h. F ist Stammfunktion von f), dann folgt wegen F(z)+c= [ f(z

[ sl = [ roen

Ist die Funktion ¢(t) invertierbar, dann kénnen wir schreiben:

/f(x /f dt|t g1

Dies beschreibt die Substitutionsmethode zur Berechnung von Stammfunktionen.
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Beispiele

o [ e “dx. Wir mochten dieses Integral auf / e'dt zuriickfithren, also setzen wir

t = ¢7!(x) = —az und erhalten

—azx d(b( ) 1 1 e
/e d”U:/ —gp Wli=o1) :/et (—5> dtlimg1(e) = (=€ +0)limae = ———F.

Wenn wir uns klar dariiber sind wie und warum die Substitutionsmethode funktioniert,
kénnen wir auch eine nicht ganz rigorose Notation benutzen um die Substitutionsmethode
einprigsamer darzustellen, ndmlich

/f dﬂﬁ—/f dt|tt

//dx/l

Dazu ein weiteres Beispiel:

° /1 13 dx.Wirsetzent:1—3x:>dt:—3dx:>dx———dt:>
— 3x

1 1 1 1 1
dr= [ - | —= | dt = —=In|t = ——In|1 — .
/1_3xx /t( 3) 3n||+c 3n| 3z| + ¢

Wir sehen anhand dieser Beispiele, dass die Substitutionsmethode auf jeden Fall zum Ziel
fithrt, falls die eingefiihrte Funktion ¢(z) (und damit ihr Inverses z(t)) linear ist, da dann
die Ableitung ‘fl—f einfach eine Konstante ist. Das heif3t aber nicht, dass die Methode nicht
auch in anderen Féllen niitzlich sein kann. Dazu zwei Beispiele:

1
e Wir suchen eine Stammfunktion von 371 auf (\/Lg, oo). Hier hilft uns die Substi-
x p—
tutionsmethode nicht, da sie auf

1 1
- t+1
ot 5

fithrt, was wir nicht weiter vereinfachen kénnen.

e Wir suchen eine Stammfunktion von 3L auf (= 7 00). Wir erhalten

x?—1
x x(t) dt 1
———dr = dt = — l t = —l 3x* —1
/3x2—1$ /615:15(1%) 6] T = gmitl+e=ghl®—1l+c
Ubungsbeispiele

Berechne folgende Integrale und gib den Definitionsbereich der berechneten Stammfunk-
tion an.



) /(x—7)25 dx,
1
d

* /:E—2 o
° /sin (x—;—Q) dz,
° /\/x—i—ldx,
. /Césxdx,

sinx
o/ ¢ dx.

1 —2e”

2.2 Partielle Integration

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel (Leibniz-Regel) fiir die Dif-
ferentiation. Es ist auch empfehlenswert sich die Formel fiir die partielle Integration iiber
den Zusammenhang mit der Produktregel zu merken, dann kénnen keine Vorzeichenfehler
passieren. Die Produktregel lautet:

(f9) =fg+fqg.

Subtraktion von f¢’ und Integration fithrt auf die partielle Integration

[assg= [ dsttor~ [ st

fg

[ rode=to- [ dn

Diese Methode ermoglicht das Auffinden einer Stammfunktion wenn

also

e die Stammfunktion f von f’ bekannt ist, und

e die Stammfunktion von f¢’ einfach bestimmt werden kann.
Beispiele
° / x sinz dz. Wir wéhlen

f=sinz und g(x)==z
und erhalten

/x sinz dr = —x cosx — /(—cosx)dx = —x cosx + sinz + c.
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e Ein interessantes Beispiel ist auch / Inxdx. Auf den ersten Blick scheint es so, als

wére partielle Integration hier nicht anwendbar, aber interpretieren wir den Inte-
granden als 1 - Inx, erhalten wir mit ' = 1, g = Ina:

/lnxdx:xlnx—/x(lnx)'dac:xlnx—x—l—c.

Ubungsbeispiele
Berechne folgende Integrale und gib den Definitionsbereich der berechneten Stammfunk-
tion an.

° / sinz - cosz dx (Hinweis: benutze partielle Integration und schaue dir beide Seiten

der Gleichung genau an.),

° /x-cosxdx,
2
° /x - cosx dx,

. / arccosz dr (Hinweis: (arccosz)’ = \/%7),

e Berechne

/ Vr2—a2dx, r>0
0

mit Hilfe der Substitution x = r - sint und anschlieBender partieller Integration
(setze bei der partiellen Integration gleich die Integrationsgrenzen ein und benutze

w/2 2 /2
o Cos tdt = 0

Integral?

sin?tdt). Welche geometrische Bedeutung hat das berechnete

2.3 Partialbruchzerlegung

Wir haben bereits ein Beispiel fiir eine Funktion gesehen die sehr einfach aussieht, aber
dennoch mit den bisherigen Methoden nicht elementar integrierbar ist, ndmlich

1
32 -1

Die Substitutionsmethode fithrte nicht zum gewiinschten Erfolg, also miissen wir uns eine
andere Methode iiberlegen. Die zum Ziel fithrende Methode ist die sogenannte Partial-
bruchzerlegung. Auf unser Beispiel angewandt ist die Grundidee folgende: Der Nenner
unserer Funktion lésst sich in Faktoren zerlegen:

1
372 —1=3(z — —=)(z +

7 ),
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also
1 1 1

322 —1 _3(x—%)(x+¢%)'

Das sieht auf den ersten Blick noch nicht wirklich einfacher aus, doch wie fast immer
kommt ja noch ein kleiner Trick. Betrachten wir folgenden Ansatz:
1 A B
1 Ty Tt -
—HBletn) T-p Tty

(x
Wir multiplizieren diese Gleichung mit (z — \%)(m + \/%,—)) und erhalten

1

1:A(x+i)+B( —L):(A+B)$+\/§

V3 V3

Koeffizientenvergleich fiihrt auf

(A - B).

A+ B =0, A—B:\/§:>A:—B:\/7§.

Daraus folgt:

und schlussendlich . .

1 1
32 —1 —5(\/§x—1_\/§x+1>'
Die Funktion auf der rechten Seite lasst sich aber mit Hilfe einer Variablensubstitution
problemlos integrieren. Wir erhalten

1 1 V3zr —1
5 dx = In +c
3x2 —1 2v3 |V3r+1

wobel lna — Inb = ln% benutzt wurde.

Dies ist der allereinfachste Fall der sogenannten Partialbruchzerlegung.

Das néchste Beispiel das wir betrachten wollen ist folgendes:

1
—dx.
/x2—2x—|—1 o

Wenden wir die zuvor besprochene Technik an, erhalten wir:

11
2 —2r+1  (z—1)%

Der Partialbruchansatz von vorhin wiirde hier zu nichts fithren. Anstattdessen konnen
wir hier aber die Substitutionsmethode verwenden:

1 1 1 1 1
/:1:2—2:c+1x /(x—l)Qx /y2y y+c x—1+c
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Die Funktion 1

3x2+1
lisst sich jedoch mit den bisherigen Methoden nicht ohne weiteres integrieren, denn 3z2+1
hat keine reellen Nullstellen?. Fiir solche Ausdriicke kann

dx 2 2 +p 2
= arctan | ——— | + ¢ 4qg—p° >0
/a:2+par+q 4q — p? <\/4q—p2> ( )

benutzt werden. Diese Formel wollen wir herleiten um uns von ihrer Giiltigkeit zu iiber-
zeugen. Es gilt

1
(arctana:)’ = m,
denn: (arctan(y(z)))’ = diyarctan(yﬂy:y(x) -/ (x). Mit der geschickten Wahl y(x) = tanx

erhalten wir

1= d—yarctan(yﬂy:y(x) - (tanz)
1+tan?z=1+y(z)2
also
— (arctany) = !
dy R
(Effektiv haben wir den Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion benutzt. Dieser
lautet: (f~1)(z) = m) Daraus folgt sofort

1
o 1da: = arctanx + ¢
x

und mit Hilfe der Substitutionsmethode

1 1
/—dx = —arctan— + ¢, (a > 0).

22 + a? a a

Wir berechnen:

/ dx / dx
= 5 —
2+ pr+q ($+§) + L(4g — p?)

_/ dy _
y2 + 3(4qg — p?)

2 2y 2 20 +p
= —Qarctan e +c= —Qarctan e + c.
Vg —p Viq—p dqg —p dq —p

2komplexe Nullstellen aber sehr wohl!




Zusammenfassung

Wir konnen bisher die folgenden Briiche integrieren:

1
o/ dxr =In|z — a| + c.
r—a

/ 1 d 1 1 .
° —dx = — )
(x —a)m ‘ m—1(z—a)m! ¢

/ dz 2 . 2x +p n (4 2 )
o = arctan | —— c q—0p :
2+pr+q L\ Jdq— p? \/4q — p?

Das allgemeine Verfahren der Partialbruchzerlegung ist ziemlich aufwendig, und in der
Praxis wird man wohl bei komplizierten rationalen Funktionen auf Computeralgebrasy-
steme zuriickgreifen. Die in der Praxis wichtigste Form der Partialbruchzerlegung ist die
Berechnung von

e Integralen der Form

dz B A A
[y T

wobei P(x) nur einfache reelle Nullstellen aq,as, ... hat. Aj, As, ... werden durch
Koeffizientenvergleich bestimmt. Bei dieser einfachen Form von Integralen, ist die
héndische Rechnung (mit anschlieBender Probe durch Differentiation) auf jeden
Fall schneller als die Berechung mit einem Computeralgebra-Programm (Rechner
hochfahren, Programm starten, Integral eingeben, sich drgern, dass der Computer
automatisch annimmt alle Konstanten seien komplex (wodurch im Output des Pro-
gramms unzihlige Fallunterscheidungen auftreten), in der Hilfe nachschlagen wie
man reelle Konstanten festlegt,...)

Der Vollstandigkeit halber ist die allgemeine Vorschrift zur Partialbruchzerlegung im An-
hang angegeben.
Ubungsbeispiele

Berechne folgende Integrale und gib den Definitionsbereich der berechneten Stammfunk-
tion an.

1
° /xQ_ldx,

1
. / dx (Hinweis: eine Nullstelle des Nenners ist 1),
23— 622+ 11z —6

1
dx.
./x2+1x




2.4 Weitere Typen von unbestimmten Integralen

Zur Behandlung von weiteren Typen unbestimmter Integrale, und fiir eine Auswahl von
Beispielen zu allen vorgestellten Integrationstechniken empfehlen wir die Lektiire von [2],
Kapitel 90-92.

2.5 Symmetrien bestimmter Integrale

Zu guter Letzt wollen wir uns nocheinmal bestimmten Integralen zuwenden. Betrachten
wir das Integral

dx.

1 400 24743527
/ 1*Pcos(—5")

1 3wz + arctan (249021 4 23)

Wir mochten dieses Integral® berechnen, und zwar wenn moglich ohne dabei den Verstand
zu verlieren. Dazu denken wir ein bisschen nach. Das erste das uns bei genauer Betrachtung
auffillt ist, dass der Integrationsbereich ein symmetrisches Intervall um 0 ist. Kénnte das
der Schliissel zur Berechnung dieses Integrals sein? In der Tat ist die Berechnung des
Integrals nicht nur moglich, sondern sogar sehr einfach, und zwar aus folgendem Grund:

2.1 Satz. Eine Funktion f : R — R heif}t
e gerade, wenn f(—z) = f(z) Yz € R und
e ungerade, wenn f(—z) = —f(x) Va € R.

Es gilt

e f gerade = /a f(z)dx = 2/@ f(z)dx.
—a 0

e [ ungerade = f(z)dz = 0.

—a

Beweis: Wir benutzen die Substitutionsmethode:

e [ gerade =
/_ F(z)dz = /0 f(@)dz + _Z Fx)da =
- /0 flado+ _Zf(—w)dw -
= [t [ s =

:/Oaf(x)dx+/0af(y)dy=2/Oaf(x)dl“'

3Das Integral ist definiert, da die Funktion aufler bei 0 iiberall definiert ist und fiir £ — 0 gegen 0
konvergiert.
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e f ungerade =

Wir finden also sofort

47 7
1 $4OOCOS(%)
dr = 0.

1 3mx + arctan (240021 4 23)

Bemerkung: Mathematica ist hier chancenlos, da es nicht erkennt, dass der Integrand
ungerade ist.

Wichtige Bemerkung: Bei uneigentlichen Integralen ist Vorsicht geboten! Es gilt zwar

/ sint dr =0 Va e R,

/ sinz dxr =0

ist falsch! Die Definition lautet namlich

aber

00 b
/ sinz de = lim lim | sinzdz = lim lim (cosa — cosb),

00 a——00 b—o00 a a——00 b—00

und der obige Limes existiert nicht, d.h.

ﬂ/ sinz dzx.

e Welche der folgenden Funktionen sind gerade oder ungerade?

Ubungsbeispiele

z, sinz, cos(z®), arctan(sin(x)), e, z+ 1.

e Zeige: Das Produkt zweier gerader oder zweier ungerader Funktionen ist gerade. Das

Produkt einer geraden Funktion mit einer ungeraden Funktion ist ungerade. Wie
sieht es mit der Zusammensetzung von Funktionen aus (d.h. (f o g)(z) = f(g(x)))?
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A Die allgemeine Form der Partialbruchzerlegung

A
A.1 Satz. Sei f(x) = N((z)) ein vollstdndig gekiirzter reeller Bruch von Polynomen Z(x)
T

und N(x). Sei weiters

N(z) = D(z — a1)" (x — ag)?? -+ - (x — a,)P" - (22 + b1z + ) - (2% + bz + 5",

wobei a; p;-fache reelle Nullstellen von N(z) sind und die Binome (22 + b;x + ¢;) keine
reellen Nullstellen haben. Dann besitzt f(x) folgende Partialbruchzerlegung:

An Arg Arp,
f(fL’)— v — a + (x—a1)2 +...+m+m+
Arl Ar? Arpr
—i—...—i—x_ar + (ZE—QT)Q +...+—($_ar)pr
Bz + Chy Bigx + Cig,
2+br+e (2 +br o)t
lel' + Csl Bsqsm + qu5

+

e Ryt

Die Koeflizienten A;;, By, Cy; konnen wieder durch Koeffizientenvergleich bestimmt wer-
den.

Fiir Details (insbesondere fiir den Beweis dieses Satzes) siehe z.B. [1], Kapitel 69.

Nun wissen wir in welche Bausteine wir einen vollstdndig gekiirzten Bruch zerlegen kénnen.
Dabei stellt sich zunédchst die Frage: Wie kiirzt man einen Bruch vollsténdig? Das Verfah-
ren dazu nennt sich Polynomdivision (funktioniert &hnlich wie die Division von Zahlen).
Bruder Beispiel ist der beste Lehrmeister:

2 20
(212 + 352® — 22 — 10)/(3z + 5) = Ta* — 3 —3:53+ 2
212% + 3522
—2x —10
10
)
T3
20
3
Nachdem wir die Polynomdivision durchgefiihrt haben treten nur noch Briiche der Formen
A Bx+C
— und - -
(z —a)m (2% + br + )P

auf. Integrale der Form
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konnen wir bereits berechnen, genauso wie Integrale der Form

/ C
2+ br+c

Alle anderen auftretenden Typen lassen sich auf diese beiden zuriickfiithren. Es gilt ndmlich:

dx B 20 +b 2(2p — 3) dx
/ (2 +bx+c)P  (p—1)(4c—b2)(22 + bx + C)P*1+(p —1)(4c —v?) / (22 4 bz + c)p~!

fiir p > 2. Weiters gilt

Bx+C B bB dx
—————dr = —In(2* + b C—-— _
/x2+bx+cx 2n(x+x+c)+( 2)/x2+b$~l—c

und

Bz 4+ C B bB dz
BT = “2) " (p>2)
/(x2+ba:+c)p ‘ 2<p—1><x2+bx+c>p1+(c 2)/<x2+bw+c>p =2

Mit diesen Methoden ist es moglich jede rationale Funktion f(z) =

x
zu integrieren.

Niw) ©

Wie bereits erwdhnt ist wohl bei zu komplizierten Briichen (vor allem bei solchen wo die

angegebenen Rekursionsformeln notwendig werden, also ab p > 2) die Verwendung von

Computeralgebraprogrammen zweckméfig.

Ubungsbeispiele
4 — 1023 + 3522 — 50 23
o f(x):= z v oo T . Fiihre die Polynomdivision aus und berechne
2?2 — 3z +2
f(z)dx.
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